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Inleiding

Dit is het vierde artikel in een reeks over de logica van Lewis Carroll. De eerste twee
artikelen waren enigszins algemeen van karakter en gingen over Carrolls belangstelling
voor de logica en de stand van de Britse logica in de 19¢ eeuw. Het derde artikel
behandelde Carrolls logische diagrammen?. Deze diagrammen waren één van Carrolls
methoden om een groot publiek vertrouwd te maken met logica. Vanwege het visuele
karakter zijn ze een goede illustratie van Carrolls streven om de logica te populariseren.
Lewis Carroll had nog een sterk visuele methode voor de oplossing van logische
problemen, namelijk zijn Method of Trees ofwel Boommethode.

In Carrolls dagboekaantekeningen van 16 juli 1894 lezen we over de ontdekking van
deze methode die hij, met een verwijzing naar de vorm van een omgekeerde boom, de
voorlopige benaming ‘genealogische methode’ gaf?. De boommethode komt niet voor in
het eerste deel van Symbolic Logic dat uitkwam in 1896, maar was onderdeel van
Carrolls manuscript voor het door hem geplande tweede deel van Symbolic Logic. Dit
tweede deel is, als gevolg van zijn dood in 1898, echter onvoltooid gebleven. Pas in 1977
werd een aantal manuscripten ontdekt door W.W. Bartley III, die daarmee een
reconstructie heeft gemaakt van het tweede deel van Symbolic Logic3.

Door die late ontdekking hebben tijdgenoten van Carroll echter geen kennis kunnen
nemen van zijn methode. Ten tijde van de ontdekking in 1977 was de logica ingrijpend
veranderd, maar het principe van zijn methode was nog steeds toepasbaar. Sterker nog,
er waren inmiddels nieuwe technieken ontwikkeld op basis van ditzelfde principe.
Hoewel er daardoor geen directe behoefte meer is aan Carrolls uitwerking, is zijn
boommethode nog steeds interessant. Hij is een goed voorbeeld van zijn aanpak van en
kijk op de logica en tevens een illustratie van de mate waarin hij vooruitliep op
toekomstige ontwikkelingen.

Hieronder ga ik eerst algemeen in op de aard van de boommethode, vervolgens schets
ik, met behulp van een voorbeeld, Carrolls aanpak en ik sluit af met een evaluerende
paragraaf.

Het principe van logische bomen of logische tableaus

Het gebruik in de logica van grafische methoden in de vorm van een boom gaat op zijn
minst terug tot de Boom van Porphyrius in de 3¢ eeuw. Het ging hierbij vooral om een
verdeling genera - species, geslacht- en soortbegrippen, gebaseerd op Aristoteles’
categorieén. Mogelijk maakte ook Aristoteles al gebruik van boomstructuren.

We zien de Boom van Porphyrius terug bij Ramon Llull als Arbor Scientiae (1296) en ook
bij Leibniz in de tweede helft van de 17¢ eeuw*.

De logische boommethode van Lewis Carroll heeft echter een ander karakter. Deze
methode komen we sinds de jaren '50 van de vorige eeuw regelmatig tegen in



verschillende variaties en ook in diverse takken van de logica; hij wordt daar vaak
aangeduid als de methode van logische tableaus. Ondanks alle variaties heeft de
methode steeds een aantal duidelijke karakteristieken®.

De crux van de methode zit in het gebruik van reductio ad absurdum.

Er is een variéteit aan definities van definities van reductio ad absurdum®. In het

dagelijks spraakgebruik bedoelt men meestal de debattechniek waarmee wordt

beargumenteerd dat het standpunt van de opponent implicaties heeft die bizar zijn,

onacceptabel of gewoon onjuist.

In de formele logica wordt de mathematische variant van de reductio gehanteerd. Dat is

een redeneervorm met de volgende stappen:”

1. introduceer als aanname het omgekeerde van wat je wilt bewijzen;

2. leid een tegenspraak af uit deze aanname;

3. bevestig de gewenste conclusie als een logische consequentie van deze tegenspraak.

Ik geef een eenvoudig voorbeeld. Stel je wilt aantonen dat de wereld rond is. Aangezien

de wereld ofwel rond ofwel plat is, moet je als eerste stap aannemen dat de wereld niet

rond is maar plat. Dat zou betekenen dat we van de wereld vallen, als we maar lang

genoeg doorlopen. Omdat dit duidelijk niet het geval is, betekent dit dat de wereld niet

plat is. Dit is in tegenspraak met onze aanname (stap 2). De logische consequentie is dan

dat de wereld rond is, omdat hij ofwel rond ofwel plat is (stap 3).

Deze redeneervorm veronderstelt twee door Aristoteles geformuleerde principes:

- het principe van contradictie: Er is geen ding waarop zowel de eigenschap P als de
eigenschap niet-P van toepassing is, en

- het principe van het uitgesloten derde: Op ieder ding is P of niet-P van toepassing®.

Een logische boom- of tableaumethode begint dus met een aanname die het omgekeerde
is van wat we willen bewijzen. Voor dit bewijs wordt de aanname ‘afgebroken’, d.w.z.
gesplitst in verschillende mogelijke gevallen, alternatieve scenario’s en deze worden
weergegeven als takken van een boom.

Het gaat er vervolgens om voor al deze takken afzonderlijk aan te tonen dat ze tot een
tegenspraak leiden. De betreffende tak wordt dan ‘gesloten’. De methode kent regels die
de voorwaarden aangeven waaronder de verschillende takken gesloten kunnen worden.
Als iedere tak gesloten is, wordt gezegd dat de boom of het tableau zelf gesloten is. Een
gesloten tableau dat begint met de bewering dat A niet geldig is, betekent een tableau-
bewijs van A.

De vorm van het tableau is een omgekeerde boom, met vertakkingen naar beneden.

Omdat ten tijde van Lewis Carroll categorische uitspraken, d.w.z. uitspraken over
verzamelingen, overheersend waren in de formele logica, gebruikte hij zijn
boommethode voor redeneringen met categorische uitspraken. Later is de methode
vooral vaak toegepast in de propositielogica en de uitbreiding daarvan in de
predicatenlogica. Propositielogica gaat over de relaties tussen proposities, d.w.z.
uitspraken die waar of onwaar zijn.

Als bijvoorbeeld A en B proposities zijn, dan zijn ‘en’ en ‘of mogelijke relaties tussen A
en B, met als resultaat de samengestelde proposities ‘A en B’ en ‘A of B'.

In de oudheid was bij de Stoicijnen (4¢ eeuw BC) al sprake was van propositielogica en
ook in de Middeleeuwen (Pierre Abelard, 12e eeuw). Carrolls tijdgenoot George Boole
zette een flinke stap voorwaarts met een symbolische propositielogica, maar de basis
van de moderne propositielogica danken we aan Gottlob Frege’s Begriffschrift uit 1879,



een werk dat bij de Britse logici pas in de 20¢ eeuw bekend werd dankzij Bertrand
Russell. In de symbolische logica van Lewis Carroll vinden we geen propositielogica.

In feite is de propositielogica de eenvoudigste vorm van logica. Daarom zal ik het
principe van de boommethode uitleggen aan de hand van een voorbeeld uit de
propositielogica. In de volgende paragraaf zullen we de toepassing van Lewis Carroll
zien voor redeneringen met categorische uitspraken; deze is ingewikkelder en daardoor
minder geschikt als illustratie van de methode voor lezers die er nog niet mee
vertrouwd zijn.

Voor een goed begrip van het voorbeeld zijn wel twee zaken nodig:

- een overzicht van de belangrijkste symbolen van de propositielogica;

- een overzicht van de geldende regels, bepalingen, voor zover relevant voor ons
voorbeeld.

De belangrijkste symbolen uit de propositielogica zijn de volgende:

Symbool Betekenis
= niet
A en
Y% (inclusief) of?
— als ...dan ....

Relevante bepalingen uit de boommethode voor propositielogica:

—-bepaling:
A—B is equivalentmet -AVB ‘Als A dan B’ is equivalent met
‘niet-A of B’ 10
- (A—=C) isequivalentmet AA-C ‘Het is niet zo dat als A dan C is
equivalent met ‘A en niet-C’
V-bepaling:
AV B (d.w.z. ‘A of B’) leidt in de boomstructuur tot een vertakking in twee takken:
AVB
A B
A-bepaling:
ANAB(dw.z. ‘A en B) leidt in de boomstructuur tot twee afzonderlijke nieuwe regels:
A
B

Gebruikmakend van deze symbolen en bepalingen, geef ik nu een voorbeeld in de
propositielogica. We gaan de juistheid checken van de volgende redenering (met
voorbeeld-uitspraken voor 4, B en C, ter verduidelijking):



Symbolisch Voorbeeld-uitspraken

Hypothese 1: A — B AlsAdan B Als het 7 uur is, gaat de wekker af
Hypothese 2: B— C Als Bdan C Als de wekker af gaat, staat Mark op
Conclusie: A—C AlsAdan C Als het 7 uur is, staat Mark op

We gaan voor deze check nu uit van de ontkenning van de conclusie (d.w.z. “Het is niet
zo dat als A dan C’), die we toevoegen aan de hypothesen. Het is de bedoeling om aan te
tonen dat deze ontkenning van de conclusie in alle gevallen tot een tegenspraak leidt.
We construeren nu als volgt een boom:

1. A—=B (hypothese 1) AlsAdan B

2. B—=C (hypothese 2) Als Bdan C

3. =(A—=C) (ontkenning van de conclusie) Het is niet zo dat als A dan C
4. -AVB (—-bepaling toegepast op 1) Niet-A of B

5. =BV C(C (—-bepaling, toegepast op 2) Niet-B of C

6. AN-C (—-bepaling, toegepast op 3) A en niet-C

7. A (A-bepaling, toegepast op 6) A

8. =-C (A-bepaling, toegepast op 6) niet-C

Nu maken we een vertakking van regel 4 (=A V B).
Conform de V-bepaling levert dit de volgende twee takken op:

9. =4, ofwel: niet-4
10.B

De uitspraak -4 (niet-4, regel 9) is strijdig met regel 7: deze tak kan dus worden
afgesloten.

We maken nu weer een vertakking, en wel van regel 5 (=B V ().
Conform de V-bepaling levert dit de volgende twee takken op:

11. - B, ofwel niet-B
12.C

De uitspraak - B (niet-B) is strijdig met regel 10: deze tak kan dus worden afgesloten.
De uitspraak C is strijdig met regel 8 en kan dus ook worden afgesloten.
Hiermee zijn alle taken afgesloten, en dus is de gehele boom afgesloten.

Weergegeven in een boomstructuur ziet dat er als volgt uit:
(Met X’ wordt aangegeven dat een tak afgesloten is)



1. A—=B (hypothese 1)
2. B—~C (hypothese 2)
3 =[A~() (ontkenning van de conclusie)
4, -AVB (—-regel toegepast op 1)
5. -Bv(C (—-regel, toegepast op 2)
6. AN-C (—-regel, toegepast op 3)
7. A (A-regel, toegepast op 6)
8 =C (A-regel, toegepast op 6)
(4)
9.-4 10.B
X (7,9
(5)
11.-8 12,C
X (10,11) X (8,12)

Uitgaande van de hypotheses in regel 1 en 2, leidt de ontkenning van de gewenste
conclusie (regel 3) in alle gevallen tot een tegenspraak. Daarmee is aangetoond dat de
gewenste conclusie A — C juist is.

Carrolls boommethode

Zoals in de vorige artikelen naar voren kwam, hield Carrolls symbolische logica zich
bezig met redeneringen in de vorm van syllogismen (twee premissen en een conclusie)
of van sorites (meer dan twee premissen en een conclusie). Centraal daarbij stond het
zgn. eliminatieprobleem: het onttrekken aan informatie aan de vooronderstellingen om
een conclusie te formuleren. Zowel de premissen als de conclusie hadden in syllogismen
en sorites de vorm van categorische uitspraken: uitspraken over verzamelingen.

Carroll had al een aantal methoden ontworpen voor het eliminatieprobleem, waaronder
zijn logische diagrammen, maar hij vond deze methoden niet bevredigend als er sprake
was van een groot aantal premissen. Daartoe bedacht hij de boommethode. Voor zover
nu bekend was Lewis Carroll de eerste die de hierboven beschreven logische
boommethode gebruikte.

Carroll hanteerde de boommethode om de juistheid van een conclusie te bewijzen.
Eerder had hij al een mechanische methode ontworpen om te bepalen welke termen uit
de premissen zouden moeten voorkomen in de conclusie (retinends) en welke termen
geélimineerd zouden moeten worden (eliminands)!1.



Essentieel voor de boommethode was, zoals gezegd, het gebruik van reductio ad
absurdum, een redeneerwijze waarmee Carroll meer dan vertrouwd was.

Carroll was een bewonderaar van de Griekse wiskundige Euclides (ca. 300 v. Chr.), die
veelvuldig gebruik maakte van reductio ad absurdum. In zijn voornaamste werk
(Elementen) presenteerde Euclides zijn meetkunde als een samenhangend systeem,
afgeleid uit een beperkte set axioma’s. In Euclid and his Modern Rivals uit 1879
verdedigde Carroll Euclides’ Elementen tegenover tijdgenoten die het wilden vervangen
door moderne meetkunde-leerboeken. Ook in de Alice-boeken komen we regelmatig
vormen van reductio ad absurdum tegenl2.

Carrolls boommethode vertoont enige verwantschap met de methode van het
Antilogisme van zijn tijdgenote Christine Ladd-Franklin. Zij ontwierp deze methode voor
het testen van de juistheid van de conclusie op basis van een vorm waarin alle
syllogismen kunnen worden gegoten, uitgaande van de premissen en de ontkenning van
de conclusie (“an inconsistent triad”). Deze methode is te vinden in een publicatie uit
1883; Carroll had deze publicatie in zijn bezit en nam er (met verwijzing) ook enkele
voorbeelden uit over!3. Het lijkt daarom niet onwaarschijnlijk dat hij door Ladd-
Franklins artikel beinvloed is, doch hij legt de link niet bij de beschrijving van zijn
methode!4.

Ik zal nu een voorbeeld geven van Carrolls gebruik van de boommethode voor een
sorites met 7 premissen. Het is afkomstig van Carroll en ontleend aan Symbolic Logic,
part I1°,

Het voorbeeld werkt op basis van de hierboven beschreven principes, maar wordt dus
toegepast op categorische uitspraken. Het is in vergelijking met de andere voorbeelden
die Carroll geeft, nog relatief eenvoudig.

Om het voorbeeld te kunnen volgen, geef ik nu eerst een overzicht van de door Carroll
zelf ontworpen en gebruikte notatie.

X’ niet-x

Xy xeny

Xy niet-x en y

P

Xy niet-x en niet-y

X1 sommige bestaande dingen hebben eigenschap x er bestaat een x
xy1  sommige bestaande dingen hebben eigenschappen x en y er bestaat een xy
Xo er bestaan geen dingen met eigenschap x er bestaat geen x
Xyo  er bestaan geen dingen met eigenschappen x en y er bestaat geen xy
x1y’o  er bestaat geen x met eigenschap niet-y alle x zijn y

yiXo er bestaat geen y met eigenschap x alle y zijn niet-x
x'1y’0 er bestaat geen ding met eigenschap niet-x dat niet-y is alle niet-x zijn y

Het voorbeeld gaat uit van zeven premissen:



1. hmiko alle hm zijn niet-k

2. de’ch er is geen ding dat niet-d en niet-e en niet-c is
3. hk'a’ er is geen h die niet-k en niet-a is

4. blih’o alle bl zijn h

5. ckim’ alle ck zijn m

6. hc’eo er is geen h die niet-cen e is

7. baik'o alle ba zijn k

De conclusie die we willen checken is: blid’, ofwel: alle bl zijn d.

We beginnen met de ontkenning van deze conclusie; de ontkenning van blid’o (alle bl zijn
d) is bld'1 (er is een bl die niet-d is).

Uit bld’1 volgt dat een ding is dat b is; volgens regel 4 gaan b en h’ (niet-h) niet samen,
dus hebben we de combinatie van b en h.

Volgens regel 7 gaat b niet samen met de combinatie van a en k'.

Nu splitsen we regel 1 (hm1ko,alle hm zijn niet-k): we hebben h dus hebben we ofwel k¥’
ofwel m’k (regel 8).

Tak 1: K volgens regel 3 is, als we hk’ hebben, a’ uitgesloten, dus hebben we a
volgens regel 7 hebben we, als we b en k’ hebben, a’
conclusie: we hebben zowel a als a’: tegenspraak

Tak 2: m’k  volgens regel 5 hebben we, als we k en m’ hebben, ¢’
volgens regel 2 hebben we, als we d’ en ¢’ hebben, dus e
volgens regel 6 hebben we, als we hc’ hebben, €’
conclusie: we hebben zowel e als e’: tegenspraak.

Hiermee leiden alle mogelijke scenario’s tot tegenspraak.
Dus leidt bld’1 hoe dan ook tot tegenspraak.
Hieruit volgt dat de conclusie blid’o correct is.

In een boomstructuur ziet dat er als volgt uit!é:
(Een afgesloten tak wordt aangegeven met ‘O’)

bd’l
4.h

' 8 m'k
7,3.aa’ 5.¢"
O 6,2.e¢’




Zoals gezegd, was dit nog een relatief eenvoudig voorbeeld. Ter illustratie geef ik hier de
boom weer voor een sorites met 26 premissen: 17
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Betekenis en impact

Mechanische technieken en apparaten hadden een bijzondere aantrekkingskracht op
Lewis Carroll. Hij had een elektrische pen en een chromograaf, die beide als voorloper
van de typemachine kunnen worden beschouwd. Hij bedacht een ‘nyctograaf’ als
hulpmiddel om in het donker te kunnen schrijven en experimenteerde met verschillende
coderingsmethoden. Hij bracht een bezoek aan Charles Babbage doch moest tot zijn
teleurstelling constateren dat door Babbage beschreven ‘analytical engine’ nog slechts in
zijn hoofd bestond.

Met zijn boommethode was Lewis Carroll de eerste in de moderne tijd die een
mechanische procedure ontwierp om de geldigheid aan te tonen van de conclusie van
een ingewikkeld probleem!8. Deze uitvinding had echter geen directe impact, mede
omdat Carroll er niet over communiceerde met zijn vakgenoten en het zou tot 1977
duren voordat zijn vinding ‘ontdekt’ werd. In de tussenliggende tijd was niet alleen de
logica ingrijpend veranderd maar hadden ook andere logici vergelijkbare methoden
ontworpen die aansloten bij de ontwikkelingen van de logica.

Sinds de jaren ‘50 van de vorige eeuw worden boomstructuren gebruikt in
computerprogramma’s om wiskundige stellingen te bewijzen; daarbij wordt veelvuldig



gebruik gemaakt van reductio ad absurdum. De moderne boommethode voor propositie-
en predicatenlogica vindt zijn oorsprong in het werk van Gerhard Gentzen uit 1934. Dit
inspireerde de Nederlandse logicus Evert Beth tot zijn tableaumethode die sterke
overeenkomsten vertoont met de boommethode van Carroll. Beth presenteerde zijn
tableaumethode voor het eerst in een lezingencyclus in Parijs op 31 maart 1954. Maar
de betreffende tekst werd pas uitgegeven in 1955 en intussen had de Fin Jaakko
Hintikka een vergelijkbaar idee gekregen. Beth en Hintikka publiceerden min of meer
gelijktijdig en onafhankelijk van elkaar. De door Beth en Hintikka beschreven methode
werd vervolgens voortgezet door o.a. Smullyan en Jeffrey. De tableaumethode was een
belangrijke stap in de ontwikkeling van de geautomatiseerde bewijsvoering!®.

Op basis van de tableaus van Beth ontwierp Paul Lorenzen de methode van dialogische
tableaus: een formeel spel met de vorm van een discussie tussen een voor- en
tegenstander van een uitspraak??. De tableaumethode is bijzonder goed bruikbaar voor
de dialoogvorm. In dit verband is het opvallend dat Carroll bij de uitleg die hij bij zijn
voorbeelden verschaft de vorm kiest van een soliloquy, waarin hij zijn overwegingen
verwoordt in een vraag- en antwoordspel met zichzelf.

De boommethode is een illustratie van de specifieke meerwaarde van Carrolls
symbolische logica: naast het populariserende, visuele karakter is dat het mechaniseren
van logische redeneringen.

Het moet uitgesloten worden geacht dat een van de hierboven genoemde logici kennis
had genomen van Carrolls boommethode. Dit doet echter niets af aan het feit dat Carroll
met zijn methode anticipeerde op ontwikkelingen in de geautomatiseerde bewijsvoering
en daarmee zijn tijd in feite ruim vooruit was.

Voetnoten

1 Deze artikelen verschenen in 2019 en 2020 in Phlizz, online magazine van het Lewis
Carroll Genootschap.

2 “Today has proved to be an epoch in my Logical work. It occurred to me to try a
complex Sorites by the method I have been using for ascertaining what cells, if any,
survive for possible occupation when certain nullities are given. | took one of 40
premisses, with ‘pairs’ within pairs,” and many bars, and worked it like a genealogy, each
term proving all its descendants. I came out beautifully, and much shorter than the
method [ have used hitherto. I think of calling it the ‘Genealogical Method.” [Wakeling
2005, p.155]

3 Bartley 1977.

4Zie Anellis & Abeles 2016.

5 Zie Fitting 1999.

6 Zie Savenije 2017.

7 Zie bijvoorbeeld Suppes 1957.

8 De wet van het uitgesloten derde wordt overigens niet universeel geaccepteerd: de
intuitionistische wiskunde, bijvoorbeeld, verwerpt deze wet.

9 Bij een inclusief ‘of is de uitspraak ‘A of B’ waar als één van beide uitspraken waar is
maar ook als beide uitspraken waar zijn. Deze laatste mogelijkheid is uitgesloten bij een
exclusief ‘of’.



10 Twee uitspraken A en B zijn equivalent als A dan en slechts dan waar is als B ook waar
is.

11 [k zie er van af om deze methode, ‘Register of Attributes’ hier uiteen te zetten: hij is
niet wezenlijk voor het begrip van de boommethode die uitgaat van een geformuleerde
conclusie.

12 Zie Savenije 2017 en 2019.

13 Bartley 1977, p.478.

14 Zie Abeles 1990, Anellis & Abeles 2016.

15 Bartley 1977, pp.292-295.

16 Bartley 1977, p.295.

17 Bartley 1977, p.312.

18 Abeles 1990.

19 Abeles 2005, van Ulsen 2001.

20 Zie Lorenzen & Lorenz 1978.
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